On A Matrix of Hessian-type by 堀江 義 & Horie Tadashi
「ヘッセ型の行列」について
著者 堀江 義
雑誌名 關西大學經済論集
巻 32
号 6
ページ 825-830
発行年 1983-03-20
その他のタイトル On A Matrix of Hessian-type
URL http://hdl.handle.net/10112/14463
825 
研究ノート
「ヘッセ型の行列」について
堀・江 義
1. はじめに
本論においては，いわゆる「ヘッセの行列」 (Hessian)とは若干異るが， しかしそれに
類似した行列の性質について考察する。その行列を，表題のように「ヘッセ型の行列」と
名づけたのは全くの便宜上のものであり，その定義は後に行われる。
経済学の問題を数学的に処理する場合にしばしば現われるヘッセの行列は極めて特異な
性質を持っていることは，・よく知られている。しかし，よく知られているものでありなが
ら，末だ充分にはその性質が明らかにされていないのではなかろうか，という疑問が本論
の1つの動機である。
もうひとっ，生産における技術的代替および補完について筆者の考えを提示しておきた
い，ということがより大きな動機である。したがって，本ノートは，そのための数学的準
備の作業としての役割もはたす。
2. 記号および仮定
本論において用いられる記号のうち，主なものをあらかじめここで説明する。
(A 1) 整数1,2, ・・, nの集合をN,同様に1からKまでの集合をKとする。さらに的を
0からnまでの整数の集合とする。
~A2) ベクトルは太字によって示す。
(A"3) u=(u;), A=(町）： i,jENとするとき
0 u' 
BO)= 〔u..t」 ..tt埠数(~O)
と定義する。ただし， u~oとする。
上のBを，便宜上， r"-ッセ型行列」と名づける。通常，「ヘッセの行列」と呼ばれるも
のは，“とAとの間にある一定の関係があるが．上記のBO)においてはそのような関係を
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何も仮定していない。
なお， A=lとしたときの行列B(l)を単にBと記す。
(A4) Aは対称行列であるものとする。
(A 5) Ak=(a;1): i, jEKとして
叫 k:〕
と定義する。ただしuk=(u;):iEKである。
(A6) ct=IAI, P=IBI, 凶=!Aki,/ik=IBklとおく。
(A 7) ctにおける要素初の余因子をV;, V=(V;;)とする。また¢における第(i+l)行
. U+l)列の要素の余因子を Wi;,W=(W沿： i, jENとし， W。=(W;;):i, jENoと
する。
W。=(W。 W。'*w*。 W〕
である。ただし，一般に，要素 Xijから作られるベクトルについては工＊＝（“江）：jEN, 
や 1=(xが： iENを意味するものとする。
3. 予備的考察
我々 の目的は， BO)とAとの間の諸関係を求めることにあるが，その前に BO)とBと
の関係を見ておこう。
簡単な演算により
1/,l o'1 01 
(1) B(..l)=[ 〕e[ 〕
o I o ,l[ 
であることが確かめられるから， IBO) l=I Bl・I Ul/,l。Iは(nxn)単位行列であるから
(2) I BO) l=l"一1IBI
が成り立つ。また
〔1o丁=[1~'l[1/l o'丁＝『゜＇〕
o ll o 7L, o I o I 
により
(3) B(l)一!=[ l B-1 lo',lo' 〇了』 [oI〕
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である。
上のような諸関係が明らかであれば，我々はBとAとの関係を考察するだけで十分であ
マーつつ。
4. 余因子展開
先に定義されたBについて，その行列式を余因子展開すれば， (4),..,(7)の一連の式がえら
れる。なお，この節におけるiおよびjは，すべてi,jENとされているので，各式において
はその記述を省略する。
(4) f3=u'Wj。*=uiW;o+a';* W;* 
(5) f3=u'W*o=Uj Wi。j+a'*iw*i 
(6) O=u; w;。o+a';*匹 =u'Wi*
=U; 冗o+a';*凡（沖j)
(7) O= Uj Woa+a'*i W*o=u'w*i 
=uiw;。;+a'*;W*;(沖j)
これらのうち{4)および(6)をまとめて記すならば
(8) Bw;。'=ftl(=w; 諏）
となり， (5)および(7)をひとまとめにすれば
(9) w;。IB= /JI(= p1w;。)
となることが確かめられる。後の便宜のために， (8)を次のようにブロック分けして書きか
えておく。
UO) Bw;。'=[u'Wi。* u'W'p o' 
uw;。o+AWi。* uW'*o+AWJ= 〔。 /Jln〕
上式のうち Inは (nxn)単位行列である。
同様にして， dに関しては次式が成立する。
Ul AV'=A'V=al(=VA'=V'A) 
5. 「ヘッセ型行列」の諸性質
前節における基本的な諸関係をもとにすれば，そこからBに関するいくつかの性質が導
かれる。
すでに示されたUOl式には4つの等式が含まれているが，それらのうち u'Wo*=/3は(4)
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に含まれているので，その他の 3つの式をとり出してみよう。
第1に u'W'=o',すなわち Wu=o が成り立つが，仮定により u'¾=o としているから
U2l IWl=O 
でなければならない。次に， um。a+AWi。*=oにおいて，余因子の定義より
U3l W。o=IAl=a
であるから，上の式は
(14) AWi。*=-ctu
と書きかえられる。最後に，行列の対称性によりI.W*o=Wi。＊かっ W=W'であることか
? ??
?
uW'o*+AW=/Jln 
がえられる。
ここで， もし a~o なら, (14)より W砕＝一aA-1uであるが，逆行列の定義によりaA-1=
V'(= V)でなければならず， したがって
⑯ W。*=-Vu.
がえられる。 しかし，実は， a=Oであっても(16)は成立することが示される。
余因子の定義により
(-l)i~。;=I 竺
Un 
a_u·•·ay-1 
: : 
anr・・anj-1 
?
.•• 
?
01j+1・・・ain I ：． 
a;;+i--・dnn I 
がえられる。
であるが，右辺の行列式を第1列で余因子展開すれば
(-l)i~。;=エ［（一 1)i+l約(-1)i+iV;;]
=(-1)1~(-1)が+1u;vij 
=-(-l)i図 iVi; 
したがって W。j=-V匂Uとなり， これをベクトル表示することにより(16)が
成立する(V=V')。
以上の諸式を用いることにより，
まず， (16)より u'w;。*=-u'Vu,
闘 fi=-u'Vu 
がえられるが， もし ct~O ならば，
さらに新らたな諸性質が明らかにされうる。
ここへ(4)を用いることにより
この式は次のように変形される。
(17り ft/a=-u1A-1u(a~O)·
ここで(15)をさらに変形する。両辺にVをかけることにより， V'uW'o*+ V'AW=(iV'。
(1)より V'A=ctl,(16)より W。*=-Vuであるから(V=V'として）
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UB) aW-PV= w;。*W'o*=Vi皿 'V
が導かれる。ここにおいて
I uu'l=I J:~~:~i: l=(Ilu;)I ::~~J~l=O 
により， !Vi皿 'Vl=IV!2 I uu'l=Oとなるから
U9l laW-PVl=O 
が成り立つ。さらに， U6)より W。追'=-Vuu'であるが，同じ理由により
(201 I w;。追'l=O
でなければならない。
6. 符号条件について
函
これまでに導かれた諸関係は，行列AとBとの間の符号関係を確かめる際にも役立つ。
(P 1) Aが正（または負）値定符号となる必要十分条件はA-1が正（または負）値定符
号となることである。
(A-1)一l=Aであるから，証明は一方のみを行えばよい（たとえば，必要条件について
は P.A. Samuelson, Foundation of Economic Analysis(Reprinted), Atheneum, 
1965, p. 375を見よ）。
(P 2) Aが正値定符号なら， Aの余因子行列V'も正値定符号である。
(P 3) Aが負値定符号なら，”が偶数のときV'は負値定符号，”が奇数のとき V'は正値
定符号である。
A, A-1. および V'のそれぞれの第K番目の首座小行列式を Ak,(A-1)kおよび V'kで
示すならば， (A-1)k=V, な/a。もし A が正値定符号なら• r:t,>O, さらに (P1)により
I (A-1い>o。したがって IV'kl>Oになる。これは Wが正値定符号であることを意味す
る。もしAが負値定符号なら，（ー1)kI Ak l>O(kEN)。これより(-1)111An I= (-1)11<1,>0 
したがって”が偶数ならa>o,nが奇数ならa<oである。他方，（一1)k1viなI=が（一1)k
I (A-1)k Iであるが， (P1)により (-1)り(A-1)kl>Oである。したがって，”が偶数なら
(-l)klVなl>O,nが奇数なら l巧 l>O・となる。
(P 4) Aが正値定符号ならばP<oである。 Aが負値定符号ならば， nが偶数のときは
P<o, nが奇数のときは P>oである。
Aが正値定符号なら， (17'}において<t,>Oかつ u1A-1u>oであるからP>Oである。 Aが
負値定符号の場合は，同じ(17')より <t,fJ>Oであるが， (P3)の証明過程に示されたよう
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に，（一1)屯>o。したがって (-l)na2p>o,すなわち (-l)nf)>Oが成立する。
(P 5) Aが正値定符号なら p,,<o,Aが負値定符号なら (-llP,,>〇である。
先の(17')は任意の正整数niこついて成立するから
励 p,Ja戸 -uな(A,)ガり(kEN)
と書き表わせる ((A,,戸は既述の(A-')ゑとは異る概念である）。
Aが正値定符号ならその部分行列A心正値定符号であるから,(2りより p,,;a,,<o。<t,>o
によってp,く0となる。次に， Aが負値定符号なら (-1la,,>o,同時に・ !2Uにより a成，
>o。これら2つの不等式より，（一1)kr:t,2p,>o,したがって (-1)長P,,>oがえられる。
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